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Resumen.

Este articulo se centra en el andlisis del coste com-
putacional para obtener la solucién explicita de las
ecuaciones en variables de estado de circuitos linea-
les e invariantes en el tiempo (LTI). En particular, se
analiza la eficiencia computacional de tres métodos:
Autosistema, Vandermonde y Lagrange. Se estudia
también la influencia de la variacién de condiciones
iniciales.

Palabras llave

Ecuacién de estado, Autovalores, Autovectores, Van-
demonde, Lagrange, Circuitos lineales.

1. Introduccién

En los comienzos de la electrotecnia, los equipos
de red se diseniaban en base al estudio del régimen
permanente de un sistema eléctrico y a ciertos coefi-
cientes basados en la experiencia. Sin embargo, hay
situaciones en las que un sistema eléctrico abandona
el régimen permanente para seguir un proceso tran-
sitorio en el cual las magnitudes eléctricas, tensién e
intensidad, pueden sufrir variaciones importantes.

Los procesos transitorios en sistemas eléctricos
son originados por maniobras, faltas, descargas at-
mosféricas o variaciones en la demanda de energia.
Usualmente la duracién del transitorio es muy corta
comparada con el tiempo de operacién en régimen per-
manente. Sin embargo, estos periodos transitorios son
de gran importancia debido al efecto que pueden tener
en el funcionamiento del sistema o sobre los equipos
que forman parte de él.

Inicialmente, la necesidad de resolver estos proble-
mas y entender los fendmenos asociados condujo a mo-
delos fisicos a escala, analizadores de redes (NA Net-
work Analyzer), donde se estudiaban fenémenos esta-
cionarios. Como evolucién de los NA se construyeron
los primeros TNA (Transient Network Analyzer) ha-
cia los anos cincuenta, y se comenzaron propiamente
los estudios de transitorios electromagnéticos.

La apariciéon de las computadoras digitales permitié
plantear modelos numéricos de procesos transitorios.

Sin embargo, durante muchos afios la velocidad de si-
mulacién de los TNA fue superior a la de las computa-
doras. Los avances que han tenido lugar en los tltimos
anos, han permitido reducir drasticamente el tiempo
de célculo y el coste computacional de las simulacio-
nes, de forma que en la actualidad es aconsejable el uso
del ordenador en la mayoria de las aplicaciones. Son
muchos los métodos que se han desarrollado para el
célculo de transitorios electromagnéticos mediante un
ordenador digital. Estos métodos se pueden dividir
fundamentalmente en dos categorias: métodos en el
dominio del tiempo y métodos en el dominio de la fre-
cuencia. Este articulo se centra en aquellos métodos
en el dominio del tiempo que parten directamente del
circuito real, donde el objetivo es obtener un modelo
matematico que refleje fielmente el comportamiento
del circuito.

El articulo comienza con una revisién de tres
métodos que se utilizan para obtener la solucién de
las ecuaciones en variables de estado: autosistema,
matriz de Vandermonde y férmula de interpolacién
de Lagrange. Se hace una estimacién del coste com-
putacional involucrado en cada uno de los métodos
para, seguidamente establecer una comparativa entre
ellos. Cierra el articulo un apéndice donde se revisa
la metodologia para el cdlculo de autovalores.

2. Ecuacién de Estado

En el dominio del tiempo, la dindmica de un circuito
eléctrico lineal e invariante en el tiempo (LTT) se puede
describir como un sistema de ecuaciones diferenciales
de primer orden (ecuaciones en variables de estado),
conocido como ecuacién de estado [1],

x = Ax + Bu (1)

donde x € R" es el vector de estado, el cual esta for-
mado por las variables de estado, u € R™ es el vector
de excitaciones y A € R™" y B € R"™ son matrices
cuyos coeficientes dependen soélo de los pardmetros y
topologia del circuito.

En ausencia de bucles capacitivos, cortes inductivos
y otras restricciones impuestas por elementos activos
que puedan reducir el orden de complejidad, x engloba



a todas las tensiones de los condensadores y a todas
las intensidades de las bobinas.

Existen numerosos métodos para formular la ecua-
cién de estado. Algunos de ellos basados fundamental-
mente en propiedades topolégicas como los descritos
en [2] y [3], y otros basados en el principio de super-
posicién [4] o en la formulacién Lagrangiana [5].

La solucién de (1) se puede expresar como [6], [7]:

x(t) = x(t) + xn(?) (2)

donde x;(t) es la respuesta forzada o respuesta per-
manente, y xp(t) es la respuesta natural, también co-
nocida como respuesta a entrada cero, la cual satisface
el sistema homogéneo,

xp(t) = Axp(t) 3)
sujeto a las condiciones iniciales:
xn(0) = x0 — x£(0) (4)

Formalmente, la solucién de (3) se puede expresar
como [8]
xn(t) = e - x4(0), ()

donde la funcién exponencial de una matriz esta defi-
nida mediante un desarrollo en serie de potencias,

eAt — Z EAk (6)

De entre los numerosos métodos desarrollados [9]
para obtener et en este articulo se analizardn tres
de los cuales obtienen la solucién de forma explicita.
El primero, basado en el Autosistema (autovalores y
autovectores) de la matriz A, es un método de des-
composicién matricial, mientras que los dos restantes,
Vandermonde y Lagrange, son métodos polinomiales.

3. Método basado en el Autosistema

Toda matriz real A de orden n tiene n autovalo-
res, no necesariamente distintos, que a su vez, pueden
ser reales o parejas de complejos conjugados, y que
verifican la ecuacién:

A~ NI =0 (7)
Para cada autovalor Aj;, la ecuacién

tiene al menos una solucién no trivial T, denominada
autovector de A.

El autosistema de una matriz A esta determinado
por los autovalores y autovectores de dicha matriz.

Cuando todos los autovalores de A son distintos,
los n autovectores asociados son linealmente indepen-
dientes y la solucién de (3) tiene la forma genérica
[10]:

xu(t) = 3 ;e (9)
j=1

donde A; son los autovalores (frecuencias naturales)
de A, T; son autovectores arbitrariamente escalados,
y o son escalares que se determinan de forma que las
condiciones iniciales sean satisfechas:

xn(0) =) a;T; (10)

SiT =[Ti,Ta,..., Ty] es una matriz cuyas colum-
nas son los autovectores de A entonces (10) se puede
escribir en forma matricial segin:

Ta = x,(0) (11)

donde a = [ay, a9, ..., )T

En general, (11) serd un sistema de ecuaciones al-
gebraico complejo cuya soluciéon requerird un gran
nimero de operaciones. Si r es el numero de autovalo-
res reales y p el nimero de parejas de autovalores com-
plejos conjugados, entonces el sistema (11) se puede
transformar, aprovechando la simetria de los nimeros
complejos conjugados, en otro real y del mismo orden,

[ T |2Tr | —2T; ] {S—R} =x,(0)  (12)

ap
donde
T = [T, Ts,...,T,]
Tr = Re[Tri1, Tyio, .., Triy] (13)
T; = Sm[Tyi1, Trio, o Tyip]
y
o, = [al,...,ar]T
ar =Re[ari, - anip]” (14)
a; = Smlayy1,. .. ,arﬂ,]T

Obsérvese que el sistema de ecuaciones (12) es del
mismo orden que el (11), sin embargo este es real
mientras que aquel es complejo. El método mas efi-
ciente para resolver dicho sistema es aplicando la fac-
torizacién LU [11], que ademds permite aprovechar un
buen nimero de operaciones si varian las condiciones
iniciales (xp(0)).

Para aplicar este método es necesario conocer los
autovectores de la matriz A. Salvo casos particulares,
el célculo de autovectores resolviendo una ecuacién
como la (8) por cada uno de los autovalores es inad-
misible computacionalmente. Uno de los métodos mas
utilizados consiste en obtener la forma de Hessenberg
de la matriz A y entonces resolver el siguiente sistema
homogéneo por cada autovector que se quiera obtener:

H-\ND)Z; =0 (15)

Para ello se aplica la eliminaciéon Gaussiana con in-
tercambio de filas. Al ser una matriz singular apare-
cerd un pivote cero, el cual usualmente es el dltimo
[12]. Asignando el valor 1 a la correspondiente varia-
ble donde haya resultado el pivote cero [13], se puede



efectuar la sustitucién hacia atras, obteniendo Z; (que
no es el autovector de A). Para hallar el autovector de
A es necesario deshacer la transformacién ortogonal:

T, = U,Z; (16)

donde U, es la misma matriz de la transformacién
que aparece en (27).

4. Matriz de Vandermonde
La idea de este método es obtener el autovector
Cj=0o,T; (17)

sin necesidad de calcular previamente los a; y los T;.
De esta forma, la componente i-ésima de la respuesta
natural (9) se puede expresar como

n
xhi(t):Zcije)‘jt s i:1,...,n (18)
j=1

Si se calcula la m-ésima derivada de (18) se llega a la
siguiente ecuacion:

d™zp; )
'/I'.g’,ln)(t - dtfnh kacz] , L= 1,...,’[’L (19)

a partir de la cual se puede obtener un sistema de
ecuaciones lineales sin mas que ir escribiéndola suce-

sivamente para m = 0,...,n — 1, y particularizdndola
para t = 0:
1 1 1 - 1 cin x(fﬁ (0)
A1 A2 A3 e A Ci2 zp,; (0)
AN A e A2 s = | 220
)\’{L—l )\;L—l )\gl—l . )\Z*l Cin .I‘gg 1) (0)
(20)

La matriz de coeficientes del sistema (20) es una
matriz de Vandermonde [14],[15], que en este caso
se obtiene a partir de los autovalores de A. Por otro
lado, el vector del término de la derecha de (20) se
puede obtener recursivamente seleccionando la i-ésima
componente de la secuencia de vectores:

xp(0) = xo — x£(0)
xg)(O) = Ax,(0)
xg) (0) = Axg)(O)

xglm) (0) = Axglmfl) (0)

xgnfl) (0) = AXEJ%Q) (0)

Obtener la solucién explicita de la ecuacién de es-
tado requiere calcular la matriz de Vandermonde, lo
que supone conocer los autovalores de A, calcular ca-
da uno de los vectores de (21) y resolver de manera

eficiente tantos sistemas lineales (20) como variables
de estado se deseen conocer.

5. Formula de Interpolacién de Lagran-
ge

Este método proporciona una formula cerrada para
el calculo de cada autovector de A:

o- M52 =m0 e

i#]

La expresion (22) es conocida como formula de in-
terpolacién de Lagrange [9], [14], [16]. Obsérvese
que, mientras cada solucién de (20) proporciona una
fila de la matriz C = [Cq,Ca,...,C,], la formula de
Lagrange constituye una expresién cerrada para cada
columna de C.

Segun (22), el célculo de cada C; se puede expresar
como una secuencia de productos matriz-vector, de
derecha a izquierda, como sigue:

1
[(A = AjaT) - [(A = AD)xa (0)]1]]

(23)

En realidad, C; es una medida de la contribucién
de cada variable de estado en el modo j, el cual estd
caracterizado por el correspondiente autovalor A;.

6. Ejemplo

El objetivo es obtener la evolucién temporal de la
tensién en cada condensador y de la intensidad que
circula por la bobina del circuito de la figura (1).

Ry i L Ry
®iL(t) ©) ®
——

+ +
Ch T va (t) veo(t) Gy Rs

Figura 1: Circuito de ejemplo
El valor de cada uno de los elementos es
R1 :R2:R3:19 N L:2H N 01202:1F

mientras que las condiciones iniciales son las siguien-
tes:

ve1(0) =1V 5 vea(0) =2V 5 i (0)=1A
La ecuacién de estado resulta:
d Vo1 -1 0 -1 (Veht

T voe | = 0 -1 1 Vo2
ir 0.5 —-0.5 -0.5 i



A partir de la cual se pueden obtener con facilidad
sus autovalores:

A=-1

-3 V15
4 4

A. Autosistema

Para obtener la solucién utilizando el método del
autosistema es necesario calcular los autovectores de
la matriz A. Al tratarse de una matriz de orden redu-
cido los autovectores se pueden calcular directamente
resolviendo dos ecuaciones (una para cada autovalor)
del tipo:

(A-X\DT; =0

Procediendo de esta forma, se obtienen los siguien-

tes autovectores:

T
T2:[—1 1 §+j@]

T
To=Ts=[ -1 1 145 |

Para matrices de orden superior es imperativo el uso
de la matriz de Hessenberg para no aumentar en de-
masia el coste computacional y no incurrir en errores
apreciables cuando se trabaja con precisién finita.

De acuerdo con la expresién (12), el vector a se
determina resolviendo el sistema de ecuaciones con
coeficientes reales,

1 -2 0 a1 1
1 2 0 aff | =12
0 05 +15/2 o 1

resultando lo siguiente:

o=l e o]

En consecuencia, las expresiones en el dominio del
tiempo correspondientes a las variables de estado son

’UCl(t) T
vex(t) | =[5 53 0] e™!
ir(t)
) ) T  _34;Vi5
[ Fnf 1-E b ]

T )
“1 /15 1, s1/I5 1 V1B (=315

+[T_JT 1TIi%0 E—JW] e
(24)

las cuales, desarrollando las exponenciales complejas
quedan como sigue:

(¥ 1(t)

valt) | =[3 3 0] e

ir(t)
vl —3t/4cos<§t> )

B. Matriz de Vandermonde

Siguiendo con el mismo circuito del ejemplo, a conti-
nuacién se ilustrard el método de Vandermonde. Para
ello, el primer paso es obtener la matriz de Vander-
monde:

1 1 1 1 1 1
)‘é )\3 )\3 =|-1 TS+J@ %S_j\ﬁ_ﬁ
AA3 A3 1 ?3_ 3\/_5 —?3+j%ﬁ

A continuacion se calculan cada uno de los vectores

z®)(0):

1 -2
x(0)=1] 2 | ; xV(0)=Ax(0)=| -1
1 -1

3

x(0)=AxM©0)=| 0

0

Del sistema de ecuaciones (20) se obtienen las cons-
tantes c¢;;:

3 3
C11 2 C21 2
_ | =t + ;715 _ | L 575
ci2| = |72 TJ7%60 ;o |c22| = |2~ J %0
C13 =1 _ ;7V15 C23 14 ;7v15
1 —J 60 1 T7J 60
C31 O\/ﬁ
cz2| = |32 T30
C33 1_ ;v15
2~ J 730

A partir de las cuales, la solucién general se obtiene
segun:

At Aot Ast
ver(t) =c11 - e +e1n- €72 + 3 - €™
At Aot Ast
Voo (t) = co1 - €M + cog - €72 + o3 - €7
. At Aot Ast
ir(t) =ca1-€""" 4+ c3p-€? 4 c3z-e?

C. Férmula de Lagrange

Para ilustrar el método de Lagrange se utilizara
nuevamente el circuito del ejemplo, para el cual es
necesario obtener los vectores C;, Cy, y Cj3 corres-

pondientes a las frecuencias naturales Ay = -1y
Xo = A5 = 22 4 Y5 Segiin la formula de inter-

polacién de Lagrange (22):

1
©1= (A — Xa2)(A1 — A3) - (A = XD (A — A3D)x(0)
=[3/2 32 0]"
C, = 1 . (A — ,\11)(A _ /\SI)X(O)

(A2 = A1) (A2 = A3)

T
=[N e ]

T
CS:C;:[—_I_J'@ l+j7\/ﬁ %_J%]



Una vez obtenidos todos los vectores Cj, la evolu-
ciéon temporal de las variables de estado se obtienen a
partir de la siguiente expresion:

V1 (t)
vee(t)| = Cq - Mt 4 Cy - et 4+ Oy - et
ir(t)

Es facil comprobar que el resultado es el mismo que
el obtenido en los ejemplos anteriores.

7. Coste computacional

En esta seccién se hace un andlisis del coste com-
putacional asociado con cada uno de los métodos des-
critos anteriormente para calcular x,(t). Como uni-
dad de medida se utilizard el flop (nimero total de
operaciones en punto flotante) [17]. Cualquier opera-
cién aritmética con nimeros reales genera 1 flop. Con
numeros complejos, cada multiplicacién/divisién ge-
nera 6 flops, mientras que cada suma/resta genera 2
flops.

Para tener una estimacién del coste computacional
de cada método, se va a suponer que la matriz A
es densa y que todos sus autovalores son parejas de
complejos conjugados.

Los tres métodos analizados requieren el célculo
previo de loa autovalores, lo cual segin el apéndice
I supone un coste de %n3 flops.

A. Autosistema

Aparte de obtener los autovalores, son necesarias
las siguientes operaciones:

e Autovectores (T;):

— Obtener la matriz U,: 4n?®/3flops

— Por cada autovector ha de realizarse la fac-
torizacién LU de (H — A\;I) maés la sustitu-
cién hacia atras (Backward). Esto implica
8n2+5n—61flops. Sise aprovecha la simetria
de los complejos conjugados, sélo se requie-
re resolver n /2 sistemas distintos, de manera
que solo se requieren (4n3+2.5n2—3n) flops.

— Realizar n/2 productos matriz-vector com-
plejo, U,Zj: (4n® — n?) flops.

En total se necesitan 22n® 4+ 1.5n? — 3n flops para
obtener todos los autovectores de A.

e Vector a: Considerando que todos los autovec-
tores son complejos conjugados, este vector co-
lumna se puede obtener resolviendo un sistema
de ecuaciones de orden n con coeficientes reales,
con un coste de Zn3 + 3n? — Inflops.

e Si se necesitan todas las variables de estado, hay
que anadir 3n? flops para contabilizar los pro-
ductos o;T;. Si solo se necesita una variable de
estado, se requieren tan solo 3n flops.

El coste total de este método es de 73—0n3 + 6n2 —

%n flops si se quieren obtener todas las variables de
estado; y 2n®+3n? — In flops si solo se desea obtener
una sola variable de estado.

Si varian las condiciones iniciales, es facil com-
probar que sélo es necesario efectuar el Forward-
Backward del sistema Ta = x5(0), y el producto de
los n/2 términos «;T;. De esta forma solo se necesi-
tan 5n2 —n flops para obtener nuevamente todas las
variables de estado, y tan solo 2n? 4+ 2n flops para
obtener nuevamente una sola variable de estado.

B. Matriz de Vandermonde

Aparte de obtener los autovalores (43—0113 flops), la
aplicacién del método Vandermonde implica las si-
guientes operaciones previas:

e Asumiendo que los autovalores son parejas de
complejos conjugados, obtener la matriz de Van-
dermonde requiere n(n — 2)/2 multiplicaciones
complejas, esto es, 3n? — 6n flops.

e Obtener el conjunto de términos :cglk) (0) de (21)
supone realizar una resta de dos vectoresy (n—1)
productos matriz-vector, lo cual implica un total
de 2n® — 3n? + 2n flops.

Para resolver el sistema de Vandermonde, hay que
tener en cuenta el numero de variables que se quie-
ran obtener. Si solo se quiere calcular una varia-
ble, el método mas barato es utilizar el correspon-
diente a sistemas de Vandermonde [11], cuyo coste
es de 9n®> — 9nflops. De esta forma, si se quiere
obtener una sola variable de estado son necesarios
4502 + 9n? — 13n flops.

Si, en cambio, se quieren obtener todas las varia-
bles, el método mas eficiente es utilizar la factoriza-
cién LU. Teniendo en cuenta la simetria de los com-
plejos conjugados, el sistema de ecuaciones de Van-
dermonde (20) se puede reescribir como un sistema
de orden n real, cuya factorizacion se realiza solo una

vez con 2n® — in? — Inflops. Para obtener los res-
pectivos coeficientes ¢;; de (18), se necesita realizar
n procesos forward/backward con un coste total de
2n® — n?flops. Esto da lugar a un coste total de
2n® — 2n? — 2pflops.

Obtener la respuesta de una variable de estado para
distintas condiciones iniciales, supone un coste com-
putacional de 2n® + 6n? — 7n flops.

En el caso de todas las variables de estado, si se
modifican las condiciones iniciales sélo es necesario
volver a calcular el conjunto de vectores (21), con un
coste de 2n® — 3n? + 2n flops, realizar n sustituciones
hacia adelante (forward) y n sustituciones hacia atrés
(backward) con un coste de n(2n? —n) flops. En total

se requieren 4n> — 4n? + 2n flops.
C. Formula de Lagrange

Una vez obtenidos los autovalores, este método ne-
cesita los siguientes pasos previos:



e Calcular las matrices (A — \;I) (n? flops).

e Calcular las restas de autovalores (A; — A;), con
un coste de n(3n — 2)/8flops.

El cédlculo de cada vector C; comprende el produc-
to de (n — 1) términos (A\; — A;), (n — 1) productos
matriz-vector y 1 cociente vector-escalar. Debido a la
simetria de los complejos conjugados, sélo se necesitan
obtener n/2 C;.

De esta forma, el coste total del método es de 4n* —
5n2 + Tn? — 6n flops.

En el caso de que varien las condiciones inicia-
les sélo es necesario calcular nuevamente los produc-
tos matriz-vector y los cocientes vector-escalar. Asi,
el coste computacional adicional es de 4n* — 5n° +
4n? flops.

8. Analisis Comparativo

En esta secciéon se hard un andlisis comparativo
del coste computacional de cada uno de los métodos.
Segun la Figura 2, el método de Vandermonde es el
que requiere un menor numero de operaciones cuando
se quiere obtener la evolucién temporal de todas las
variables de estado de un circuito eléctrico.

25

Autosistema
‘andermonde !
- Lagrange 1

Flops

05 S .

Figura 2: Flops para obtener todas las variables de estado.

En el caso que sélo se necesite obtener la evolucién
temporal de una unica variable de estado es necesario
destacar que tanto el método basado en el autosistema
y el de Vandermonde tienen un coste computacional
muy similar (Figura 3).

Asi mismo, en ambas situaciones el método basado
en la formula de interpolacién de Lagrange requiere
un nimero de operaciones muy superior al de los res-
tantes métodos; por este motivo no serd considerado
en los siguientes andlisis.

Una situaciéon que aparece frecuentemente en la
practica es aquella en la que es necesario obtener la
evolucién temporal de una o de todas las variables de
estado para distintas condiciones iniciales. En ese ca-
S0, segln se muestra en la Figura 4 y 5, el método que

x 10
25

— - Autosistema
Vandermonde !
- Lagrange !

Flops

05

Figura 3: Flops para obtener una variable de estado

requiere un menor numero de flops adicionales es el
basado en el autosistema.

x10°

= - Autosistema
— Vandermonde

251

05

Figura 4: Flops adicionales para obtener una variable de es-
tado cuando cambian las condiciones iniciales.

Por tanto, queda claro que cuando se quiera obtener
una o todas las variables de estado para una condicién
inicial, el método mas barato computacionalmente es
el basado en la matriz de Vandermonde. Sin embargo,
si se quiere obtener la respuesta de una misma varia-
ble o de todas las variables de estado para distintas
condiciones iniciales, no estd tan claro el método mas
apropiado. Para ello, en las Figuras 6 y 7 se ha repre-
sentado el coste total involucrado en el cilculo de una
y de todas las variables de estado para 2 condiciones
iniciales distintas. A partir de este resultado, se puede
concluir que el método basado en el Autosistema es el
que requiere un menor numero de operaciones cuando
se desee obtener la evolucién temporal para distintas
condiciones iniciales.

9. Conclusiones

En este articulo se ha analizado y evaluado el coste



x10°

= = Autosistema
— Vandermonde

451

3.5

Figura 5: Flops adicionales para obtener todas las variables
de estado cuando cambian las condiciones iniciales.

x 10°

— - Autosistema
— Vandermonde

35

3k

251

Flops

0.5

Figura 6: Coste total para obtener una variable de estado para
2 condiciones iniciales

computacional de tres métodos para obtener la solu-
cién explicita de las ecuaciones en variables de estado
de circuitos lineales e invariantes en el tiempo.

Basandonos en el coste computacional, se ha visto
que el método basado en la formula de interpolacién
de Lagrange es prohibitivo, exhibiendo un coste com-
putacional un orden superior a los restantes.

En las situaciones en las que se quiera obtener una
o todas las variables de estado para una tnica condi-
cién inicial, el método que requiere un menor nimero
de operaciones es el basado en la matriz de Vander-
monde.

Sin embargo, cuando sea necesario obtener la evo-
lucién temporal para distintas condiciones iniciales el
método mas aconsejable es el basado en el autosiste-
ma.

Apéndice I. Calculo de Autovalores

En general, el cédlculo de autovalores resolviendo el

x10°

— - Autosistema
— Vandermonde

3k

35

05

Figura 7: Coste total para obtener todas las variables de es-
tado para 2 condiciones iniciales

determinante
[A-X\I=0 (26)

solo es viable computacionalmente para matrices de
orden pequenio. Cuando se trabaja con matrices de
gran dimensién hay que recurrir a métodos numéricos
que resuelvan de manera econémica el problema.

Uno de los métodos mas utilizados consiste en ob-
tener la forma de Schur de la matriz A mediante
una transformacién ortogonal, que en el caso real es:
T = QTAQ, donde Q es una matriz ortogonal, y T es
una matriz cuasitriangular superior. Los autovalores
reales de A aparecen en la diagonal de T, mientras
que los autovalores complejos conjugados aparecen en
bloques 2 x 2 sobre la diagonal de T.

Con objeto de obtener la forma de Schur eficiente-
mente, la matriz A se reduce previamente a su matriz
de Hessenberg con una transformacién ortogonal de
la forma:

H=U’AU, (27)

donde U, se puede obtener mediante productos de
matrices de Householder [18]. El coste computacional
para calcular la forma de Hessenberg de la matriz A
es de 10n>/3flops [11]. Para el célculo de autovalores
no es necesario obtener U, de forma explicita, lo que
conllevaria a un coste adicional de 4n®/3 flops.

Una vez obtenida la forma de Hessenberg, se apli-
ca el algoritmo QR, tal y como se describe en [11],
obteniendo, tras una serie de iteraciones, la forma de
Schur. Segtn [11], el coste computacional medio aso-
ciado con este proceso es de 10n® flops. Segtin [18],
utilizar la matriz de Hessenberg, en vez de la matriz
A, para acometer el algoritmo QR reduce un orden el
niimero de flops, es decir de O(n?) a O(n?).

En resumen, el coste computacional necesario para
obtener los autovalores de una matriz real A es el
siguiente:

10 40
En?’ +10n® = En?’ flops
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